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Pra´ce je veˇnova´na teoreticke´mu studiu pr˚uchodu za´rˇen´ı difrakcˇn´ım st´ın´ıtkem, jehozˇ rozmeˇr
ve smeˇru sˇ´ıˇren´ı za´rˇen´ı je nenulovy´, tedy pr˚uchod za´rˇen´ı trojrozmeˇrny´m otvorem. Bez u´jmy
na obecnosti rˇesˇ´ıme proble´m pouze pro prˇ´ıpad va´lcove´ dutiny v kovu. Proble´m evidentneˇ
prˇesahuje standardn´ı skala´rn´ı teorii difrakce a k jeho rˇesˇen´ı prˇistupujeme pomoc´ı vlno-
vodne´ teorie. Na za´kladeˇ princip˚u elektromagneticke´ teorie nejdrˇ´ıve odvod´ıme potrˇebne´
vztahy pro urcˇen´ı mod˚u na vstupu dutiny. Da´le numericky rˇesˇ´ıme vlastn´ı sˇ´ıˇren´ı za´rˇen´ı
dutinou, resp. hleda´me rozlozˇen´ı za´rˇen´ı na konci dutiny. Z toho pomoc´ı diskre´tn´ı Fou-
rierovy transformace urcˇ´ıme hledanou intenzitu Fraunhoferovy difrakce, kterou na´sledneˇ
porovna´va´me s rozlozˇen´ım intenzity za´rˇen´ı Fraunhoferovy difrakce na nekonecˇneˇ tenke´m
kruhove´m otvoru o polomeˇru zminˇovane´ dutiny. T´ımto porovna´n´ım uka´zˇeme, zˇe de´lka
dutiny ma´ za´sadn´ı vliv na difrakcˇn´ı obrazec, cˇ´ımzˇ za´rovenˇ uka´zˇeme, zˇe skala´rn´ı difrakcˇn´ı
teorie prˇesta´va´ platit pro popis pr˚uchodu koherentn´ıho za´rˇen´ı dutinami s de´lkou u´meˇrnou
cˇtverci polomeˇru. Podobneˇ pro platnost skala´rn´ı teorie plat´ı neprˇ´ıma´ u´meˇra na vlnove´
de´lce interaguj´ıc´ıho za´rˇen´ı. Na za´veˇr zmı´n´ıme existenci tzv. fokusacˇn´ıho rezˇimu, kdy
shleda´me, zˇe na konci dutiny docha´z´ı s rostouc´ı de´lkou dutiny k opakovane´mu prˇiblizˇneˇ
rˇa´dove´mu na´rustu intenzity za´rˇen´ı na ose symetrie dutiny.
Summary
This discourse deals with a theoretical study of the radiation passage through a diffraction
screen with non-zero size in the propagation direction of the radiation, i.e. the radiation
passage through a three-dimensional object. Without any loss of generality, we solve
the problem for cylindrical cavity in metal. The task exceeds evidently standard scalar
theory of diffraction, thus we solve the problem using a waveguiding theory. Following
the principles of the electromagnetic theory, we derive required formulae to determine
mode distribution at the entry of the cavity. Further, we solve numerically the radiation
propagation through the cavity, then we actually seek for radiation distribution at the
very end of the cavity. This yields, with a help of the discrete Fourier transform, an
intensity distribution of Fraunhofer diffraction pattern, consequently compared with an
intensity distribution of the radiation pattern of Fraunhofer diffraction on infinitely thin
circular opening having the radius of the cylinder cavity under study. A comparison of
such patterns results to a conclusion, that the cavity length has a significant influence on
the diffraction pattern and more importantly, that the scalar diffraction theory appears
incorrect for a coherent light passage through cavities longer than their radius squared.
Similarly, the same conclusion is inversely proportional to a wavelength of the interacting
radiation. Finally, we mention an existence of the so called ”focal regime”, when the
radiation repeatedly exhibits roughly one order increased intensity on the symmetry axis
of the cavity.
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Prvotní zmínka o jevu nazvaném difrakce sahá až do poloviny 17. století, kdy tohoto ter-
mínu použil F. M. Grimaldi. Českým ekvivalentem slova difrakce je ohyb vlnění. Teorii
optické difrakce záření, jak ji chápeme, je věnováno v literatuře poměrně hodně prostoru.
Viz např. [1], [2] nebo [3]. V naprosté většině prací se však autoři věnují optické difrakci
na dvojrozměrných objektech. Zatímco k výpočtu difrakčních jevů na dvojrozměrných
objektech si vystačíme s výpočty difrakčních integrálů, k výpočtům difrakce na trojroz-
měrných objektech se zpravidla využívá rigorózní teorie difrakce. Slovo rigorózní nazna-
čuje, že světlo musí podléhat jistým zákonitostem - Maxwellovým rovnicím. O rigorózní
teorii difrakce je krátce pojednáno např. v [2], v kapitole 11. Jednu z mála výjimek tvoří
difrakce záření na kouli, kterou spočítal G. Mie v roce 1908 (viz např. [4]).
Samostatnou a velmi důležitou kapitolu tvoří difrakce rentgenového záření v krystalo-
grafii. Atomy příslušného krystalu jsou pravidelně uspořádány v prostoru, a proto krystal
tak vpodstatě reprezentuje trojrozměrné difrakční stínítko. Každý atom v elementární
buňce představuje rozptylové centrum, které je charakterizováno funkcí fu (~x) - elektro-
novou hustotou ([5], kapitola 16). Difrakce je způsobena rozptylem záření dopadajícího na
jednotlivé atomy a následnou interferencí těchto vln. Základy teorie difrakce rentgenového
záření v krystalografii lze nalézt např. v [6].
Je zjevné, že pro trojrozměrné objekty není možné vypracovat univerzální teorii, která
by byla aplikovatelná na všechny trojrozměrné objekty, jako tomu je v případě difrakce
na dvojrozměrných objektech. Tato práce je věnována konkrétně problematice difrakce
na rotačně symetrické dutině obklopené dokonale vodivým kovem. Na dutinu je možno
pohlížet rovněž jako na vlnovod, v němž se záření šíří a na jehož konci je vyzářeno do vol-
ného prostoru. Rozložení intenzity tohoto záření je pak určeno jako funkce vzdálenosti za
koncem vlnovodu. Základními parametry výpočtů jsou vlnová délka dopadajícího záření,
poloměr dutiny, její délka a vzdálenost stínítka za dutinou.
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Kapitola 2
Základy skalární teorie difrakce
Před samotným řešením problému difrakce na trojrozměrných objektech nejprve připo-
meňme některé základní rysy a možnosti použití teorie difrakce. Výchozím bodem našich
úvah jsou tzv. difrakční integrály.
2.1 Difrakční integrály
Protože teorii difrakce a odvození difrakčních integrálů je v literatuře věnováno relativně
hodně prostoru, omezíme se zde jen na popis dvou základních difrakčních integrálů -
Kirchhoffova a Rayleighova-Sommerfeldova difrakčního integrálu.



















· ~n dS0. (2.1)
V souladu s obrázkem 2.1 označuje výraz sM vzdálenost bodu stínítka M od bodu P , v
němž má být hodnota vlnové funkce ψ určena. Vektor ~n je jednotkový vektor kolmý k
ploše S0 a je orientován směrem do poloprostoru, v němž se nenacházejí zdroje vlnění.
Integrujeme přes plochu S0, jež označuje propustnou část stínítka. Pro konstantu D platí:
D = 1, když P je vnitřním bodem poloprostoru Σ2,
D = 2, když P leží na ploše S,
D = 0, když P je vnitřním bodem poloprostoru Σ1.
Pro funkci ψ(M) zavádíme tzv. Kirchhoffovy okrajové podmínky
ψ(M) = 0, ∇Mψ(M) · ~n = 0, pro M /∈ S0, (2.2)
ψ(M) = ψ0(M), ∇Mψ(M) · ~n = ∇Mψ0(M) · ~n, pro M ∈ S0, (2.3)
kde ψ0(M) jsou hodnoty vlnové funkce, které by byly v bodech M propustné oblasti
S0 plochy S, jakou by zde tato funkce nabývala při absenci stínítka. Z fyzikálního hle-
diska tyto podmínky dobře aproximují skutečnost obzvláště tehdy, jsou-li rozměry otvorů
ve stínítku velké v porovnání s vlnovou délkou. Rozpor však nastává z matematického
hlediska, neboť pokud řešení Helmholtzovy rovnice i jeho první derivace nabývá na ko-
nečné části hladké plochy nulovou hodnotu, musí být nulové v celém prostoru. Okrajové
podmínky si tak navzájem odporují. Matematicky korektní popis problému však nabízí
Rayleighův-Sommerfeldův difrakční integrál.
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Obrázek 2.1: Znázornění uspořádání pro popis Kirchhoffova difrakčního integrálu
(2.1)(převzato z [3]).
Speciálním případem (2.1) je stínítko, jehož propustné části tvoří prázdné otvory a
které je osvětleno kulovou vlnou ze zdroje P0. V tomto případě bude mít (2.1) tvar






















· ~n dS0. (2.4)






ψ(M)∇MG(−)(P,M) · ~n dS, (2.5)
resp.




G(+)(P,M)∇Mψ(M) · ~n dS, (2.6)
kde G(−), resp. G(+), je tzv. Greenova funkce. Tato funkce musí splňovat kromě jiných
podmínek ([3], str. 106, podmínka (1)-(3)) i tzv. okrajové podmínky. V bodech plochy S
musí platit buď
G(−)(P,M) = 0, (2.7)
nebo
∇MG(+)(P,M) · ~n = 0. (2.8)
Pokud najdeme tyto Greenovy funkce, obdržíme dva difrakční integrály - pro okrajovou
podmínku (2.7) nebo pro okrajovou podmínku (2.8). Obecně však zkonstruovat tyto Gre-
enovy funkce asi není možné. Naštěstí pro nejčastější případ, kdy plochou S je rovina a
bod P leží v poloprostoru Σ2, je možné tyto funkce určit (více v [3]).

















· ~n dS0, (2.9)
kde již integrujeme pouze přes propustnou část stínítka a ψ0(M) značí hodnoty vlnové
funkce v propustné části stínítka, kdyby nebylo nepropustných částí difrakčního stínítka.
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Ve speciálním případě, kdy jsou ve stínítku prázdné otvory a toto stínítko je osvětleno
kulovou vlnou ze zdroje P0 (~rM =
−−→















· ~n dS0. (2.10)
Pro okrajovou podmínku (2.8) přejde integrál (2.6) do tvaru






∇Mψ0(M) · ~n dS0, (2.11)
kde D = 1, když P je vnitřním bodem poloprostoru Σ2, a D = 2, když P leží v rovině
difrakčního stínítka S.
Opět uveďme, že v případě stínítka osvětleného kulovou vlnou, nabude integrál (2.11)
tvaru













· ~n dS0. (2.12)
Na závěr této kapitoly podotkněme, že Kirchhoffův integrál (2.4) je aritmetickým
průměrem integrálů (2.10) a (2.12). Z fyzikálního hlediska je tak velmi dobrou aproximací
skutečnosti a výchozím bodem k vlastním výpočtům difrakčních jevů.
2.2 Přechod ke skalární teorii difrakce
Jedinou podmínkou kladenou na funkci ψ(P ) byl požadavek, aby řešení Helmholtzovy
rovnice bylo spojité i s prvními derivacemi na ploše stínítka a i s druhými derivacemi v
poloprostoru za stínítkem. Světlo je však elektromagnetické pole, které je popsáno vektory
elektrické intenzity ~E a magnetické intenzity ~H. K celkovému popisu pole tak potřebu-
jeme jednak znát velikosti těchto vektorů jako funkci polohy a času a jednak polarizaci
pole rovněž jako funkci polohy a času. Protože je však frekvence světla velmi vysoká (řá-
dově ∼ 1014Hz), nemůžeme tyto veličiny přímo měřit, ale lze měřit jen jistou průměrnou
hodnotu, kterou detektor za daný časový úsek zaznamená. Tento časový úsek je řádově
několikrát větší než perioda kmitů dopadajícího záření. Navíc běžně pracujeme se svět-
lem nepolarizovaným - polarizace se mění v prostoru náhodně. Hodnota, již měříme, je
intenzita, která je definována jako časově průměrovaná hodnota energie, která prochází




[ ~E × ~H∗]. (2.13)
Uvažujme uspořádání dle obrázku 2.2. V bodě P0 se nachází bodový zdroj záření, který
emituje monochromatické záření o frekvenci ω0. V bodě P0 zvolme kartézský souřadnicový
systém (x1, x2, x3) tak, jak je zobrazeno na obrázku 2.2. Bodový zdroj můžeme považovat
za dipól, jenž mění velikost dipólového momentu ~p(t):
~p = ~p0 exp(−iωt), (2.14)
kde vektor ~p0 je orientován ve směru od záporného náboje ke kladnému. Veličinu p0 lze
pomocí její amplitudy |p0| a fáze δ zapsat jako
p0 = |p0| exp(iδ).
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Obrázek 2.2: Znázornění uspořádání pro určení difrakce na 2D stínítku.
Předpokládejme takový monochromatický oscilátor, jenž kmitá pouze ve směru x1. Je
tedy zdrojem lineárně polarizovaného záření. Jeho dipólový moment pak má tvar
~p = p0~e1 exp(−iωt),
kde ~e1 označuje jednotkový vektor ve směru osy x1. Takovýto dipól bude v boděM , jehož


























(~e3 × ~e1)× ~e3, (2.16)
kde ~e3 je jednotkový vektor ve směru osy x3.
Výsledné pole v bodě P lze určit pomocí Kirchhoffova difrakčního integrálu (2.1). Ze
znalosti pole v propustné části stínítka S0 tak pro elektrické pole plyne, že
~E(P ) = ~e1
iµ0ω3

















)] · ~e3 dS0.
Pokud uvažujeme frekvenci kmitání dipólu v optické části spektra, pak často platí, že
r, sM  λ. Dále uvažujme, že zdroj dipólového záření se nachází ve velké vzdálenosti od
difrakčního stínítka, tzn. (~r · ~e3)/r = 1. Pak můžeme předchozí rovnici přepsat do tvaru















Obdobnými úpravami obdržíme i výraz pro určení magnetického pole v bodě P :
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[ ~E(P )× ~H∗(P )] = µ0ω
6
128pi4c3




Z rovnice (2.19) je zřejmé, že intenzita záření je úměrná čtverci modulu prostorové
části funkce (2.17) nebo (2.18).
Pokud by záření bylo polarizováno jinak, než jsme uvažovali, tak je možné ho rozdělit
do dvou vzájemně kolmých složek a pro tyto složky řešit difrakční integrál nezávisle.
Výsledné pole pak bude dáno superpozicí řešení těchto dvou difrakčních integrálů.
Uvažme však také vhodnost použití okrajových podmínek (2.7) a (2.8) při odvození
Rayleighova-Sommerfeldova difrakčního integrálu. Jak je z teorie elektromagnetického
pole známo a jak také uvidíme pro konkrétní případ v kapitole 3.3, musí být splněny okra-
jové podmínky na rozhraní mezi materiály s různými elektromagnetickými vlastnostmi.
V našem případě tedy na rozhraní dielektrikum - kov nebo dielektrikum - dielektrikum. V
případě, kdy je vlnová délka záření mnohem menší než jsou rozměry propustné části stí-
nítka, tyto okrajové podmínky velmi dobře aproximují skutečnost. V případech, kdy tato
podmínka není splněna, tuto teorii nelze použít. Dalším případem, kdy nelze uvažovat
uvedené okrajové podmínky, jsou právě taková difrakční stínítka, u nichž jejich hloubku
nelze zanedbat v porovnání s vlnovou délkou a rozměry otvoru. Právě poslednímu uvede-
nému případu se budeme v této práci zabývat a je nutné zvolit jiný přístup než ve skalární
teorii difrakce.
2.3 Fraunhoferova a Fresnelova difrakce
Vraťme se však znovu k integrálu v rovnici (2.4). Uvažujme uspořádání podle obrázku








[cos(n, r)− cos(n, s)]dS. (2.20)
Tento integrál tedy představuje speciální případ Kirchhoffova difrakčního integrálu pro
případ, kdy r, s λ.
Pokud tedy integrujeme přes všechny elementy plochy dS, hodnota součtu r + s se
bude výrazně měnit v porovnání s vlnovou délkou. Z toho plyne, že faktor exp[ik(r + s)]
bude značně oscilovat. Pokud předpokládáme, že vzdálenosti bodů P a P0 od stínítka jsou
velké v porovnání s rozměry stínítka, tak hodnota výrazu [cos(n, r)− cos(n, s)] se během
integrování nebude citelně měnit. Uvažujme, že souřadnicový systém je orientován podle
obrázku 2.3 a že jeho počátek leží v bodě O. Lze předpokládat, že úhly, které svírají úsečky
P0O a OP s úsečkou P0P , jsou malé. Pak můžeme nahradit výraz [cos(n, r) − cos(n, s)]
výrazem 2 cos(α), kde α je úhel mezi úsečkou P0P a normálou k rovině stínítka. A pokud
nahradíme výraz ve jmenovateli rs výrazem r′s′, tak lze difrakční integrál přepsat do
tvaru






exp[ik(r + s)]dS. (2.21)
Definujme, že souřadnice bodu P0 = P0(x0, y0, z0), P = P (x, y, z) a Q = Q(ξ, η, 0).
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Obrázek 2.3: Uspořádání k odvození podmínky pro Fraunhoferovu difrakci (převzato z
[2]).
Pak platí, že
r2 = (x0 − ξ)2) + (y0 − η)2) + z20 ,
s2 = (x− ξ)2) + (y − η)2) + z2,





s′2 = x2 + y2 + z2,
a tedy
r2 = r′2 − 2(x0ξ + y0η) + ξ2 + η2,
s2 = s′2 − 2(xξ + yη) + ξ2 + η2.
Podle našeho předpokladu, že η/r′, ξ/r′, η/r′ a ξ/r′  1, lze výrazy r a s rozvinout v
řadu





− (x0ξ + y0η)
2
2r′3
− . . . ,





− (xξ + yη)
2
2s′3
− . . . .
Dosazením těchto dvou řad do integrálu (2.21) obdržíme vztah






exp[ikf(η, ξ)] dη dξ, (2.22)
kde
f(η, ξ) = −x0ξ + y0η
r′








− (x0ξ + y0η)
2
2r′3
− (xξ + yη)
2
2s′3
+ . . . .
(2.23)
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tak lze rovnici (2.23) upravit do tvaru















+. . . .
(2.24)
Pokud je možné členy s druhými a vyššími mocninami ξ a η v rovnici (2.24), resp. v
(2.22), zanedbat, pak hovoříme o Fraunhoferově difrakci. V opačném případě hovoříme
o Fresnelově difrakci.
Jestliže si zavedeme označení p = l0− l, q = m0−m, pak integrál (2.22) nabývá tvaru




C exp[−ik(pξ + qη)]dξdη, (2.25)
kde C je hodnota funkce známé v rovině stínítka.
2.4 Fraunhoferova difrakce na kruhovém otvoru
Protože se tato práce zabývá výpočtem difrakce na rotačně symetrické dutině, je zde na
místě připomenout tvar difrakčního obrazce pro případ, kdy propustná část stínítka má
tvar kruhového otvoru. Limitním případem difrakce na válcové dutině, kdy její délka je
zanedbatelná v porovnání s průměrem dutiny, je právě difrakce na dvojdimenzionálním
stínítku. O platnosti tohoto tvrzení bude pojednáno v kapitole 6.1.
Pro další účely si nejprve přepišme Fourierovu transformaci (2.25) do tvaru
F (X, Y ) = A2
∫ ∫
f(ξ, η) exp[−ik(ξX + ηY )]dξdη. (2.26)
Zpětná Fourierova transformace je pak definována (viz [5], kapitola 1)
f(ξ, η) = B2
∫ ∫
F (X, Y ) exp[ik(ξX + ηY )]dXdY. (2.27)
Konstanty A, B a k jsou pak spolu svázány pomocí fundamentální věty o Fourierově






Z důvodu výpočtu difrakce na kruhovém otvoru je výhodné rovnici (2.26) transformo-
vat do polárních souřadnic. Za tím účelem zavedeme substituci
ξ = r cosφ, X = R cosΦ, r, R ∈ 〈0,∞),
η = r sinφ, Y = R cosΦ, φ,Φ ∈ 〈0, 2pi).
Protože má otvor úplnou rotační symetrii, tak zavedeme označení
f(r, φ) = f0(r), F (R,Φ) = F0(R).
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Dále v případě difrakce na propustném kruhovém otvoru o poloměru a v nepropustném
stínítku platí, že




, když r = a,
= 0, když ≤ r > a.







f0(r) exp[−ikrR cos(φ− Φ)]dφdr. (2.29)







který lze spočíst s pomocí vztahu ([5], dodatek B)∫
xνJν−1(x) dx = xνJν(x) + const.






Funkce 2J1(x)/x je v teorii difrakce a v teorii zobrazování velmi důležitá. Nazývá se Airyho
funkcí a její centrální část je označována jako Airyho disk. Graf této funkce je vykreslen
na obrázku 2.4.
Obrázek 2.4: Graf Airyho funkce 2J1(x)
x
.











Světlo je elektromagnetické záření, a proto výchozím bodem všech dalších úvah jsou Ma-
xwellovy rovnice.
3.1 Maxwellovy rovnice
Vektor elektrické intenzity ~E a vektor elektrické indukce ~D jsou svázány s vektorem
intenzity magnetického pole ~H a s vektorem magnetické indukce ~B následujícími rovnicemi
(viz např.[7], kapitola I.1):








~∇ · ~D = ρ, (3.3)
~∇ · ~B = 0, (3.4)
kde ~J označuje proudovou hustotu volných proudů a výraz ρ označuje hustotu volného
náboje.
Oba vektory charakterizující elektrické pole jsou spolu svázány. V obecném případě
vztah mezi nimi může být velmi komplikovaný - tenzorovou podobu nebo dokonce neli-
neární závislost. V mnoha případech však můžeme uvažovat vztah
~D = ε ~E, (3.5)
který platí pro homogenní, izotropní látky. Konstanta ε se nazývá dielektrická permitivita
a poměr ε/ε0 (ε0 - permitivita vakua) je nazýván dielektrickou konstantou. Vztah mezi
vektorem ~H a vektorem ~B je podobně dán rovnicí
~B = µ ~H. (3.6)
Konstanta µ je známa jako magnetická permeabilita. V nemagnetických materiálech je
její hodnota s velkou přesností rovna hodnotě magnetické permeabilty vakua µ0.
Rovnice (3.1)-(3.4) kompletně popisují elektromagnetické pole v homogenních, izot-
ropních látkách.
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Důležitou veličinou je vektor hustoty toku energie
~S = ~E × ~H, (3.7)
který je také znám pod názvem Poyntingův vektor. Popisuje tok elektromagnetické energie
v prostoru. S pomocí komplexní notace a započítáním časově středované hodnoty vektoru




[ ~E × ~H∗]. (3.8)




~S · ~n dA. (3.9)
3.2 Vlnová rovnice
Maxwellovy rovnice je možné upravit do podoby, která může být vhodná pro řešení da-
ného problému. V našem případě dosaďme do rovnice (3.1) rovnici (3.6) a na daný výraz











v níž předpokládáme, že µ se v prostoru nemění. Použijeme-li další dvě Maxwellovy rov-









Tato rovnice platí dokonce i v případě, kdy se ε mění v prostoru. Pro operátor ~∇× ~∇×










která platí pro kartézský souřadnicový systém. Rovnici (3.11) tak lze přepsat do tvaru









Ve speciálním případě, kdy je ε nezávislé na souřadnicích, je gradient ε roven nule a
získáváme známou podobu vlnové rovnice:




Lze dokonce ukázat (viz např. [8], str. 10-11), že rovnice (3.14) platí i pro případ, kdy se
ε v prostoru mění, ale pouze málo na vzdálenosti jedné vlnové délky.
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3.3 Okrajové podmínky
Vyřešením Maxwellových rovnic získáme nekonečně mnoho řešení. My však musíme vzít
v úvahu jen ta řešení, která vyhovují tzv. okrajovým podmínkám.
Při řešení problému s nehomogenními látkami, kde se nenacházejí oblasti s nespojitými
dielektrickými konstantami, je jedinou okrajovou podmínkou požadavek, že pole musí
vymizet v nekonečnu a musí být konečné všude v prostoru.
Určeme tedy okrajové podmínky na rozhraní mezi dielektrikem a kovem. Nejprve
tedy pomocí Stokesovy věty převeďme Maxwellovy rovnice pro divergenci z diferenciální
formy do formy integrální. Nechť V označuje těleso o konečném objemu, S je plocha,
která ho obepíná, da je plošný element této plochy a ~n je jednotkový vektor kolmý k
tomuto povrchovému elementu, který směřuje vně plochy, jak je znázorněno na obrázku
3.1. Potom tedy rovnice (3.3) a (3.4) přejdou do tvaru∮
S





~B · ~n da = 0. (3.16)
Rovnice (3.15) je známa jako Gaussův zákon a říká, že celkový tok ~D procházející skrz
plochu S je úměrný náboji, jenž je touto plochou obepnut. Rovnice (3.16) je magnetickou
analogií Gaussova zákona a říká, že celkový tok ~B plochou S je vždy roven nule, neboť
neexistují magnetické monopóly.
Zvolme tedy objem tak, jak je znázorněno na obrázku 3.1. Spodní i horní část obje-
mového elementu leží v oblastech s různými elektromagnetickými vlastnostmi. Jelikož je
tento objemový element infinitezimálně tenký, tak jeho stěny nepřispívají k integrálům
na levých stranách rovnice (3.15) a (3.16). Jestliže je vrchní i spodní část objemového
elementu rovnoběžná s povrchem, pak integrály na levé straně rovnice (3.15) a (3.16)
budou mít tvar ∮
S











kde ∆a je plocha jedné strany objemového elementu. Jestliže je hustota náboje ρ singulární
na povrchu tak, že představuje povrchové rozložení náboje s plošnou hustotou σ, tak
integrál na pravé straně rovnice (3.15) přejde do tvaru∫
V
ρ d3x = σ∆a.
Potom tedy získáváme výsledný tvar okrajových podmínek pro normálové složky:(
~D2 − ~D1
)
· ~n = σ, (3.19)(
~B2 − ~B1
)
· ~n = 0., (3.20)
Je zřejmé, že normálová složka magnetické indukce je na rozhraní spojitá, zatímco nespo-
jitost normálové složky elektrické indukce je rovna plošné hustotě náboje.
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Obrázek 3.1: Ilustrace integrační cesty pro odvození okrajových podmínek.
Dále také určeme okrajové podmínky pro tečné složky. Nechť C je uzavřená křivka,
která prochází rozhraním tak, jak je znázorněno na obrázku 3.1. Nechť S ′ je plocha touto
křivkou ohraničená, da je element této plochy, ~t je jednotkový vektor vycházející z tohoto
elementu a je orientován pomocí pravidla pravé ruky ve smyslu integrační cesty po křivce
C. Aplikací Stokesovy věty na rovnice (3.2) a (3.1) obdržíme tyto rovnice v integrální
podobě: ∮
C








· ~n′ da, (3.21)∮
C





· ~n′ da. (3.22)
Rovnice (3.21) je vyjádřením Ampérova-Maxwellova zákona a rovnice (3.22) je označována
jako Faradayův zákon elektromagnetické indukce.
Podobně jako v předchozím případě uvažujme, že délka části křivky kolmé k rozhraní
je zanedbatelná k délce části křivky ∆l, která je s rozhraním rovnoběžná. Pak kratší části
nebudou k integrálu na levé straně rovnice (3.21) a (3.22) přispívat:∮
C
~E · d~l = (~t× ~n′) · ( ~E2 − ~E1)∆l,∮
C
~H · d~l = (~t× ~n′) · ( ~H2 − ~H1)∆l.
Pravá strana rovnice (3.22) však bude rovna nule, neboť časová derivace ∂/∂t má vždy
konečnou hodnotu, kdežto plocha S ′ je infinitezimálně malá, protože kratší části křivky
jsou infinitezimálně krátké. Pravá strana rovnice (3.21) však nulová nebude. Pokud uva-
žujeme, že po povrchu teče proud o povrchové proudové hustotě ~K, tak integrál na pravé







· ~n′ da = ~K · ~t∆l.
Časová derivace vektoru elektrické indukce je rovna nule ze stejného důvodu jako v před-
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Je tedy zřejmé, že tečné složky ~E musí být na rozhraní spojité. Pokud je tedy proudová
hustota ~K tečná k rozhraní, jak jsme předpokládali, tak nespojitost tečných složek ~H je
rovna právě této plošné proudové hustotě.
Uvažujme prostředí bez volných proudů a volných nábojů. Pak vztahy pro divergenci
mohou být také získány tak, že aplikujeme operaci divergence na rovnice (3.1) a (3.2).
Jelikož platí, že divergence rotace je rovna nule, získáváme, že časová derivace ~D a ~B musí
být rovna nule. Časová derivace veličiny, která je závislá na čase, může být rovna nule jen
tehdy, pokud je samotná veličina rovna nule. Vztahy pro divergenci jsou tak důsledkem
Maxwellových rovnic a nejsou nezávislou podmínkou, kterou je možné uvažovat zcela
odděleně. Okrajové podmínky pro normálové složky vektorů ~D a ~B jsou tedy automaticky
splněny, jestliže platí vztahy (3.23) a (3.24). Pouze pro statické elektrické a magnetické
pole jsou okrajové podmínky pro normálové složky nezávislé od okrajových podmínek pro
tečné složky.
3.4 Systémy s válcovou symetrií
V případě, kdy je ε a µ v prostoru konstantní, je obecným řešením vlnové rovnice su-
perpozice rovinných vln. Budeme předpokládat, že µ je vždy konstantní. Pokud je však
ε funkcí souřadnic, superpozice rovinných vln již není řešením vlnové rovnice. Je však
stále možné zkonstruovat obecné řešení jako superpozici jednoduchých řešení, tzv. modů.
Každá rovinná vlna v prostředí s konstantním ε a µ je modem. Mod je tedy vlastní řešení
Maxwellových rovnic odpovídající dané vlastní hodnotě a řešení musí splňovat okrajové
podmínky. Pro případ, kdy ε= konst.












ωt− ~k · ~r
)]
, (3.26)
kde A a B jsou obecně komplexní koeficienty a ~e a ~h jsou jednotkové vektory. Pokud











A = −iωµB~h. (3.28)





a proto rovnice (3.27) a (3.28) jsou splněny, pokud jsou splněny následující relace:
~n · ~e = 0, (3.30)
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Z rovnic (3.30) a (3.31) je zřejmé, že se jedná o transverzální vlnu, protože vektory ~E a ~H
kmitají ve směru kolmém ke směru šíření vlny. Navíc tyto vektory jsou i navzájem kolmé.
Diskutujme však jiný speciální případ, než je homogenní prostředí. Často pracujeme
s takovým prostředím, ve kterém je ε nezávislé na jedné prostorové souřadnici. Můžeme
tedy předpokládat, že se dielektrická konstanta nemění podél souřadnice z.
Zkusme najít mody takovéhoto prostředí v následujícím tvaru:
~E = ~E0(x, y) exp[i(ωt− κz)], (3.33)
~H = ~H0(x, y) exp[i(ωt− κz)], (3.34)
kde výraz κ označuje průmět vlnového vektoru ~k do osy z. Konstanta κ je též v literatuře
označována jako propagační konstanta odpovídajícího modu (viz např. [9], str. 242).
Substitucí těchto rovnic do Maxwellových rovnic (3.1) a (3.2) obdržíme systém rovnic
∂Hz
∂y





















S pomocí rovnic (3.35), (3.36), (3.38) a (3.39) můžeme vyjádřit transverzální složky v
závislosti na složkách Ez a Hz:











































β2 = k20 − κ2 (3.45)

















+ β2Ez = 0. (3.48)
Longitudinální složky vektorů ~E a ~H jsou tedy nezávislé a je možné je vybrat libovolně
tak, aby vyhovovaly výše uvedeným rovnicím.
3.5 Lorentzův reciproční teorém
Nechť v objemu V ohraničeném uzavřenou plochou S je generováno pole ~E1, ~H1 elektric-
kým proudem, jenž je charakterizován proudovou hustotou ~J1. V téže struktuře uvažujme
druhé řešení Maxwellových rovnic ~E2, ~H2, které je způsobeno proudem ~J2. Maxwellovy
rovnice pro tato pole budou mít tvar
~∇× ~E1 = −iωµ ~H1, (3.49)
~∇× ~H1 = ~J1 + iωε ~E1, (3.50)
~∇× ~E2 = −iωµ ~H2, (3.51)




~E1 × ~H2 − ~E2 × ~H1
)




~E1 × ~H2 − ~E2 × ~H1
)
= ~J1 · ~E2 − ~J2 · ~E1.










~J1 · ~E2 − ~J2 · ~E1
)
dV, (3.53)
která je známa jako Lorentzův reciproční teorém ([10], str. 26-28).
Pokud budeme uvažovat prostředí, které se nemění v závislosti na souřadnici z, lze ukázat
([10], str. 28), že rovnice (3.53) přejde v rovnici, která je známa jako Lorentzův reciproční





~E1 × ~H2 − ~E2 × ~H1
)




~J1 · ~E2 − ~J2 · ~E1
)
dV, (3.54)
kde ~ez je jednotkový vektor ve směru osy z. Lorentzův reciproční teorém lze využít při
odvození vztahů ortogonality modů ve vlnovodech.
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3.6 Ortogonalita modů
Uvažujme dvě různá řešení Maxwellových rovnic v z-invariantním prostředí; mody m a
n:
~Em (~r) = ~Em (~r⊥) exp (−iκmz) , (3.55)
~Hm (~r) = ~Hm (~r⊥) exp (−iκmz) , (3.56)
~En (~r) = ~En (~r⊥) exp (−iκnz) , (3.57)
~Hn (~r) = ~Hn (~r⊥) exp (−iκnz) , (3.58)
kde vektor ~r⊥ označuje souřadnice v rovině kolmé k ose z. Vlastní mody mohou existovat
pouze v prostředí, ve kterém nejsou zdroje. Proto je pravá strana rovnice (3.54) rovna
nule:




~Em × ~Hn − ~En × ~Hm
)
· ~ez dS = 0.
Je možné ukázat, že k těmto řešením existuje také druhé řešení Maxwellových rovnic, které
odpovídá modům šířících se v opačném směru (diskutováno v kapitole 3.7.2). Pokud tedy
budeme uvažovat n-tý mod šířící se v opačném směru, lze předchozí rovnici přepsat do
tvaru




~Em × ~Hn + ~En × ~Hm
)
· ~ez dS = 0.





· ~ez dS = 0, (3.59)
když m 6= n.
3.7 Vlastnosti modů
Uvažujme takové prostředí, v němž je konstanta ε dána reálnou hodnotou. Pak je vhodné
upozornit na několik významných vlastností jednotlivých modů.
3.7.1 Šířivé a evanescentní mody
Předpokládejme řešení ve tvaru (3.33), resp. (3.34), a dosaďme jej do Maxwellových rovnic
(3.2) a (3.1). Po oddělení příčných a podélných složek obou polí získáváme rovnice
κm ~Em⊥ − i~∇⊥Emz = −ωµ~ez × ~Hm⊥, (3.60)




















Z rovnice (3.45) je zřejmé, že konstanta κm nabývá buď jen reálné nebo ryze imaginární
hodnoty. Potom tedy obdržíme formálně dva různé typy modů: množinu modů, pro které
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platí κm ∈ R, nazýváme šířivými mody a druhou množinu modů, pro než platí, že κm ∈ I,
nazýváme evanescentními mody. Další význam evanescentních modů bude diskutován v




~Em⊥, ~Hm⊥ ∈ R
Emz, Hmz ∈ I , (3.64)
κm ∈ I
{
~Em⊥, Emz ∈ R
~Hm⊥, Hmz ∈ I . (3.65)
Nahlédněme také, jaký tvar má obecně časově středovaný Poyntingův vektor. Ve vy-
jádření časově středovaného Poyntingova vektoru (3.8) se vyskytuje vektorový součin
Em⊥ × H∗m⊥. V případě šířivých modů jsou příčné složky obou polí reálné, takže reálná
část tohoto součinu může obecně nabývat nenulové hodnoty. Jestliže však budeme uva-
žovat pouze mody evanescentní, je příčná složka elektrického pole reálná a příčná složka
magnetického pole ryze imaginární. Po tomto vektorovém součinu tak získáváme ryze
imaginární hodnotu, a proto Poyntingův vektor (3.8) nabývá nulové hodnoty. Hustota
toku energie evanescentních modů je tedy rovna nule, a tedy i výkon přenášený takovými
mody, který je definován pomocí vztahu (3.9), je nulový.
3.7.2 Mody šířící se v opačném směru, rozklad do modů a cel-
kový výkon
Uvažované prostředí je invariantní vzhledem k záměně z → −z, tzn. ε(x, y, z) = ε(x, y,−z).
Nahlédnutím do rovnic (3.60)-(3.63) lze jednoduše ukázat, že ke každému modu m, jenž








− ~Em⊥ + Emz~ez
)
exp(iκmz). (3.67)
Jedná se tedy o tentýž mod, který se ovšem šíří v opačném směru.
Důležitým výsledkem teorie modů je toto tvrzení (viz [11], str. 12): v jakékoliv části
vlnovodu, který je omezen dvěma příčnými rovinami, je obecným řešením lineární kombi-









[fm exp(−iκmz)− bm exp(iκmz)] ~Hm⊥, (3.69)
kde výraz m ∈ M+ označuje množinu všech modů šířících se ve směru +z, výraz fm
označuje amplitudy modů šířících se v kladném směru osy z a výraz bm označuje amplitudy
modů šířících se v záporném směru osy z.
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Pokud se tedy podíváme na celkový výkon takového řešení Maxwellových rovnic, tak













[f ∗n exp(−iκ∗nz)− b∗m exp(iκ∗nz)] ~H∗n⊥
}
· d~S





(|fm|2 − |bm|2)Pm + ∑
m∈M+
κm∈I
(f ∗mbm − fmb∗m)Pm. (3.70)
Faktor Pm označuje výkon nesený m-tým modem a plyne z normalizace daného modu a
obecných vztahů ortogonality. Obvykle volíme Pm = 1 a v případě evanescentních modů
je hodnota Pm ryze imaginární (viz např. [11], str. 15-16).
Z rovnice (3.70) je zřejmé, že celkový výkon Ptot nezávisí na souřadnici z, což znamená,
že se po délce vlnovodu jeho hodnota zachovává. Dále je zřejmé, že narozdíl od evanescent-
ních modů kombinace dvou stejných evanescentních modů šířících se v opačném směru




Pole uvnitř dokonale vodivé kovové
trubky
Abychom mohli určit vztah mezi zářením dopadajícím na vlnovod a zářením difrakto-
vaným, je nezbytné nalézt vlastní mody vlnovodu. Tyto vlastní mody jsou nezávislé na
dopadajícím zářením a jsou dány pouze Maxwellovými rovnicemi a okrajovými podmín-
kami. Protože je tato práce zaměřena na difrakci na rotačně symetrické dutině v dokonale
vodivém kovovém materiálu, musíme najít vlastní mody právě takovéhoto vlnovodu.
4.1 Transformace rovnic popisujících válcově symet-
rický systém
Již jsme odvodili rovnice pro složky polí pro řešení válcově symetrického problému (3.41)-
(3.44) a (3.47)-(3.48). Pro naše účely je však výhodné místo použitého kartézského sou-
řadnicového systému zavést válcový souřadnicový systém:
x = r cosφ, (4.1)
y = r sinφ, (4.2)
z = z. (4.3)
Transformace vektorových složek Fx a Fy do vektorových složek Fr a Fφ je pak podle
obrázku 4.1
Fr = Fx cosφ+ Fy sinφ, (4.4)
Fφ = −Fx sinφ+ Fy cosφ. (4.5)
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Obrázek 4.1: Transformace souřadnic.
S pomocí těchto rovnic je pak možné rovnice (3.41)-(3.44) transformovat do cylindrických
souřadnic:























































Musíme také transformovat vlnové rovnice (3.47)-(3.48) do cylindrických souřadnic. Po-










































































































































































+ β2Hz = 0. (4.13)
4.2 Vlastní mody
Uvažujme vlnovod, který je tvořen dielektrickým jádrem s indexem lomu n o poloměru a.
Toto jádro je obklopeno dokonale vodivým kovem a jeho osa souměrnosti je ztotožněna s





























f = 0. (4.16)
Rovnice (4.16) je známou Besselovou diferenciální rovnicí (viz [5], dodatek B, str. 1).
Jelikož se jedná o diferenciální rovnici druhého řádu, řešení se musí sestávat ze dvou ne-
závislých funkcí. Zvolme Besselovu funkci Jp(βρ) a Neumannovu funkci (neboli Besselovu
funkci druhého řádu) Np(βρ). Besselova funkce Jp(βρ) zůstává konečná v celém definičním
oboru, kdežto Neumannova funkce Np(βρ) diverguje pro hodnoty, kdy se argument blíží
nule. Grafy některých Besselových a Neumannových funkcí jsou zobrazeny na obrázku 4.2
a 4.3.















Uvažujme okrajové podmínky, kdy obě složky elektrického pole na rozhraní mezi die-
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Obrázek 4.2: Besselovy funkce Jn(x).
Pro složku pole ve směru osy z
Ez|ρ=a = 0,
tj.
Jp(βa) = 0. (4.20)
Máme tak dvě různé možnosti jak nezávisle splnit okrajové podmínky. Výsledné řešení
pole uvnitř dutiny je dáno superpozicí pole nalezeného podle rovnice (4.19) - tzv. TE
mody a pole daného rovnicí (4.20) - tzv. TM mody.
4.2.1 TM mody









































pro p = 0, 1, 2 . . ..
Charakteristická rovnice pro TM mody určená z okrajových podmínek je
Jp (up,m) = 0, m = 1, 2, 3 . . . (4.27)
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Obrázek 4.3: Neumannovy funkce Nn(x).
a transverzní vlnové číslo βp,m definuje odpovídající propagační konstantu κp,m vztahem
(4.10). Výraz up,m symbolizuje nekonečný počet kořenů rovnice (4.27) a platí, že up,m =
βp,ma. V následující tabulce je uvedeno několik prvních kořenů rovnice (4.27).
p/m 1 2 3 4 5
0 2.4048 5.5201 8.6537 11.7915 14.9309
1 3.8317 7.0156 10.1735 13.3237 16.4706
2 5.1356 8.4172 11.6198 14.7960 17.9598
3 6.3802 9.7610 13.0152 16.2235 19.4094
Pro určení disperzní závislosti šířivých modů je výhodné definovat tzv. efektivní index

















a uvedená závislost pro první tři TM mody je vykreslena na obrázku 4.4.
Pokud v rovnicích (4.6)-(4.9) položíme Hz = 0, můžeme si všimnout, že mezi jednot-












~ez × ~E⊥, (4.30)
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Obrázek 4.4: Disperzní závislost pro první 3 TM mody.
kde ~ez je jednotkový vektor ve směru osy z a symbol ⊥ označuje příčné složky jednotlivých
polí.
Na obrázku 4.6 jsou vykresleny příčné složky polí některých modů.
4.2.2 TE mody
Charakteristická rovnice pro TE mody určená z okrajových podmínek je
J ′p (up,m) = 0, m = 1, 2, 3 . . . . (4.31)









































pro p = 0, 1, 2 . . ..
V následující tabulce je uvedeno několik prvních kořenů rovnice (4.31).
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p/m 1 2 3 4 5
0 3.8317 7.0156 10.1735 13.3237 16.4706
1 1.8412 5.3314 8.5363 11.7060 14.8636
2 3.0542 6.7061 9.9695 13.1704 16.3475
3 4.2012 8.0152 11.3459 14.5858 17.7887
Na obrázku 4.5 jsou zobrazeny disperzní závislosti prvních tří TE a TM modů. Je
patrné, že se dvě disperzní závislosti překrývají. To je dáno tím, že J ′0(u) = −J1(u), a
proto dva různé mody mají stejnou propagační konstantu. Dále je také z obrázku zřejmá
existence kritické tloušťky. Pod touto hodnotou se ve vlnovodu nevyskytuje žádný šířivý
mod. V jisté vzdálenosti, kdy se všechny evanescentní mody dostatečně utlumí (evane-
scentní mody se samořejmě nikdy zcela neutlumí), nebude ve vlnovodu žádné měřitelné
pole.
Obrázek 4.5: Disperzní závislosti pro první 3 TM mody a 3 TE mody.




~ez × ~E⊥. (4.38)






~ez × ~E⊥, (4.39)
kde ν = 0 pro TE mody a ν = 1 pro TM mody.
Příčné složky polí některých modů jsou vykresleny na obrázku 4.7.
4.2.3 Evanescentní mody
Protože rovnice (4.27) a (4.31) mají nekonečně mnoho kořenů, je jasné, že se ve vlnovodu
vyskytuje nekonečný počet modů. Ty lze obecně rozdělit v případě kovového vlnovodu
38 KAPITOLA 4. POLE UVNITŘ DOKONALE VODIVÉ KOVOVÉ TRUBKY
na mody šířivé a mody evanescentní, které dohromady vytvářejí kompletní systém or-
togonálních funkcí ve vlnovodu. Tyto mody jsou od sebe odděleny mezní frekvencí βc.
Konstantu šíření jsme již dříve definovali
κ = ±
√








Pokud je tedy β > ω
√
εµ, nabývá propagační konstanta κ pouze ryze imaginárních hod-
not. Aby faktor exp(−iκz) v rovnicích (3.33) a (3.34) nedivergoval, je nezbytné v případě
evanescentních modů uvažovat konstantu κ v rovnici (4.40) se záporným znaménkem.
Faktor exp(−iκz) tedy neosciluje, ale vyjadřuje tlumení daného modu.
Jak již bylo řečeno v kapitole 3.7.1, evanescentní mody nepřenáší žádný výkon a nepři-
spívají tak k intenzitě záření. V případě jednosměrné metody je tedy nezbytné uvažovat
ty oblasti vlnovodu, kde jsou evanescentní mody utlumeny. Jiná situace ovšem nastává
v případě obousměrné metody, kde uvažujeme i zpětné odrazy. Kombinací dvou stejných
evanescentních modů šířících se v opačném směru vzniká mod, kterým se výkon přenáší.
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Eφ11 Eρ11 Hφ11 Hρ11
Eφ12 Eρ12 Hφ12 Hρ12
Eφ13 Eρ13 Hφ13 Hρ13
Eφ21 Eρ21 Hφ21 Hρ21
Eφ22 Eρ22 Hφ22 Hρ22
Eφ23 Eρ23 Hφ23 Hρ23
Obrázek 4.6: Znázornění příčných složek elekrického E⊥pm a magnetického pole H⊥pm pro
uvedené TM mody.
40 KAPITOLA 4. POLE UVNITŘ DOKONALE VODIVÉ KOVOVÉ TRUBKY
Eφ11 Eρ11 Hφ11 Hρ11
Eφ12 Eρ12 Hφ12 Hρ12
Eφ13 Eρ13 Hφ13 Hρ13
Eφ21 Eρ21 Hφ21 Hρ21
Eφ22 Eρ22 Hφ22 Hρ22
Eφ23 Eρ23 Hφ23 Hρ23




Jednosměrná metoda výpočtu pole
Z hlediska konkrétního uspořádání je někdy vhodné volit numericky méně náročnější jed-
nosměrnou metodu pro výpočet pole uvnitř vlnovodu. Základním fyzikálním předpokla-
dem využití této metody je, aby zpětný odraz na rozhraních mezi danými úseky byl slabý.
Slovo jednosměrná v názvu této metody tedy naznačuje, že budeme uvažovat pouze vlny
šířící se v jednom směru a vlny odražené zanedbáme. Tato metoda je diskutována např. v
[13] na str. 23. Dále budeme v této kapitole diskutovat podmínky vhodnosti použití této
metody. My tedy využijeme stejného postupu a vyjdeme z formalismu v [10], str. 29-31.
Pokud není možné zpětné odrazy zanedbat (např. Braggovy mřížky, úzké tenké ot-
vory), je nezbytné použít obousměrné metody rozkladu pole ve vlastní mody. Obousměr-
ných metod je celá řada a do jejich problematiky lze nahlédnout např. v [13] nebo v [14]. O
jejich vhodnosti použití a porovnání jejich výhod je pojednáno např. v [15]. Jejich použití
by vedlo k přesnějším výsledkům, ovšem za cenu vyšší časové náročnosti.
5.1 Sešívání modů na prvním rozhraní
Uvažujme dvě rovinná prostředí mezi třemi vlnovody, jak je zobrazeno na obrázku 5.1.
Vlnovodem I a III je volný prostor. Pro jednoduchost uvažujme, že první rozhraní je
Obrázek 5.1: Principiální uspořádání.
umístěno v z = 0 a z prostředí I dopadá jediný mod s indexem p. Tento dopadající mod
způsobí, že se v prostředí II vybudí další mody. Z okrajových podmínek víme, že tečné












Naším úkolem je určit amplitudy vybuzených modů Tj,p v prostředí II. Nejprve vynásobme



















〉 ≡ ∫ ∫
S
(Em ×Hn) · ~ez dS. (5.4)
Výraz ~ez označuje jednotkový vektor ve směru osy z. Tento integrál je v literatuře nazýván
jako překryvový ([10], str. 43). Pokud využijeme vlastnosti ortogonality modů (3.59), pak





























Je možné také obdobnou úpravu provést v rovnici (5.2). Nejprve tedy vynásobit výrazem























Rovnice (5.7) a (5.9) však ekvivalentní nejsou. To je způsobeno tím, že jsme použili
jednosměrné metody.
5.2 Výpočet překryvového integrálu na prvním roz-
hraní
Překryvový integrál (5.7) má v cylindrických souřadnicích v našem případě tvar∫ ∫ (
~EI × ~HII
)
· ~ez dS =
∫ ∫
S
(Eρ,IHφ,II −Hρ,IIEφ,I) ρ dρ dφ. (5.10)
Uvažujme, že z prostředí I dopadá lineárně polarizovaná rovinná vlna. Potom příčné složky
elektrického pole budou mít v cylindrických souřadnicích tvar
EI,ρ = C cos(φ) exp(−ik0z), (5.11)
EI,φ = −C sin(φ) exp(−ik0z), (5.12)
kde C je libovolná konstanta. Pro jednoduchost zvolíme C = 1.
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5.2.1 TM mody
Počítejme překryvový integrál nejprve pro TM mody vlnovodu. Předpokládali jsme dvě
nezávislá řešení Ez úměrná výrazu sin(pφ) a cos(pφ), kde p = 0, 1, 2, . . .. Pak musíme
počítat dva různé překryvové integrály.
V prvním případě se v obou výrazech však vyskytuje součin sin(pφ) cos(φ), resp.
cos(pφ) sin(φ). Hodnota tohoto integrálu, kdy integrujeme od 0 do 2pi, je však rovna





· ~ez dS = −Aiωε
β
∫ ∫





sin(φ) cos(pφ)Jp(βρ) dρ dφ = 0.
V případě, kdy uvažujeme řešení pole Ez úměrné výrazu cos(pφ), však integrál podle






· ~ez dS = −Aiωε
β
∫ ∫






sin(φ) sin(pφ)Jp(βρ) dρ dφ︸ ︷︷ ︸
I2
. (5.13)
Oba integrály (I1 a I2) nabývají nulové hodnoty pro všechny případy, kdy p 6= 1. Pokud





ρJ ′1 (βρ) dρ
∫ 2pi
0




ρJ ′1 (βρ) dρ (5.14)




[Jν−1(x)− Jν+1(x)] , (5.15)
můžeme rovnici (5.14) upravit do tvaru




Integrál první funkce je možné počítat po využití vztahu (viz [5], dodatek B, str. 20)∫
xνJν−1(x) dx = xνJν(x) (5.16)
a přepsat tak do tvaru








První výraz v závorce je však roven nule, neboť odpovídá rovnici pro určení konstant
šíření (4.27) pro případ p = 1. Druhý výraz v závorce je opět možné přepsat díky vztahu
2ν
x
Jν(x) = Jν−1(x) + Jν+1(x) (5.17)
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a celý výraz tak upravit















J−ν(x) = (−1)ν Jν(x) (5.18)






[−J−1(βρ)] dρ = Apiiωε
β3
[1− J0(βa)] .
Na tomto místě je vhodné zdůraznit, že konstanty (βa) jsou určeny z kořenů rovnice
J1(βa) = 0, a tedy v tomto případě hodnoty funkce J0(βa) nabývají nenulových hodnot.





J1(βρ) dρ = −Apiiωε
β3
[1− J0(βa)] .
Výsledná hodnota integrálu ITM
ITM = I1 + I2 = 0. (5.19)
V takovémto vlnovodu se tedy nevybudí žádné transverzální magnetické mody.
5.2.2 TE mody
Nyní vypočítáme překryvový integrál pro TE mody a tentokrát už jen pro případ, kdy je





· ~ez dS = −Bipκ
β2
∫ ∫





sin(φ) sin(pφ)J ′p(βρ)ρ dρ dφ︸ ︷︷ ︸
I2
. (5.20)
Pro integrál I1 máme








































[1− βaJ1(βa)− J0(βa)] .
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Hodnota překryvového integrálu pro TE mody tedy je
ITE = I1 + I2 = −Bipiκ
β2
aJ1(βa). (5.21)
Ve vlnovodu se vybudí pouze takové TE mody, jejichž příčné rozdělení bude dáno
rovnicemi (4.33), (4.34), (4.36) a (4.37) pro případ, kdy p = 1 a longitudinální složka
Hz ∼ sin(φ).
Polarizaci těchto modů se budeme věnovat v kapitole 5.5.
5.3 Normalizace modů
Protože jsme při výpočtu amplitud modů v rovnici (5.7) předpokládali normalizovaná





· ~ez dS = 1, (5.22)
tj. ∫ ∫
S
(Eρ,iHφ,i −Hρ,iEφ,i) ρ dρ dφ = 1. (5.23)
5.3.1 TM mody





















Oba integrály počítejme odděleně pouze pro případ, kdy p = 1.
V případě prvního integrálu si nejprve integrand upravíme pomocí předpisu (viz [5],
dodatek B)
J ′ν(x) = −
ν
x



















J21 (βρ) dρ︸ ︷︷ ︸
I13
 . (5.26)
Předpis pro počítání integrálů všech tří různých součinů Besselových funkcí lze nalézt v


















Vyjádřením integrálu druhého výrazu v rovnici (5.26) obdržíme
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Pak je tedy hodnota integrálu I1 rovna
I1 = −A2piκωε
β2




1− β2a2J20 (βa)− J20 (βa)
]
.















Výsledná hodnota normovacího integrálu pro TM mody (5.24) je pak
I = I1 + I2 = −A2κωεpi2β2 a
2J20 (βa), (5.27)





























J ′21 (βρ) ρ dρ︸ ︷︷ ︸
I2
= 1. (5.29)



































J1(x)J0(x) dx︸ ︷︷ ︸
I23
 . (5.30)
Všechny tyto tři integrály se počítají podobně jako v případě TM modů, ale s tím hlavním
rozdílem, že nemůžeme výraz J1(βa) položit roven nule. Pak tedy jednotlivé integrály jsou
I21 = −12
[
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Potom integrál I2 je dán součtem
I2 = −B2ωµκpi
β4




1 + J21 (βa)
[
1− β2a2]− J20 (βa) [1 + β2a2]} .
Výsledná hodnota normovacího integrálu pro TE mody (5.29) je pak






2− β2a2]− β2a2J20 (βa)} (5.31)




ωµκpi {J21 (βa) [2− β2a2]− β2a2J20 (βa)}
. (5.32)
5.4 Disperzní závislost
Po vypočtení překryvových integrálů se v disperzní závislosti (4.29) budou vyskytovat jen
takové TE mody, pro něž platí p = 1. Disperzní závislost pro tento konkrétní případ je
znázorněna na obrázku 5.2.
Obrázek 5.2: Disperzní závislost pro TE mody v případě, kdy p = 1.
V následující tabulce jsou vymezeny některé intervaly poměru poloměru dutiny a k
vlnové délce λ, v nichž se vyskytuje definovaný počet šířivých modů.
a/λ počet šířivých modů
0 - 0.30 0
0.30 - 0.68 1
0.68 - 1.36 2
1.36 - 1.87 3
1.87 - 2.36 4
Jak bylo řečeno dříve, v takovémto vlnovodu existuje tzv. kritický poloměr, pod jehož
hodnotou se ve vlnovodu nevyskytuje žádný šířivý mod. Tato kritická tloušťka je podle
předchozí tabulky asi a/λ = 0.3.
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5.5 Polarizace modů
Z důvodu úvah o polarizaci pole na konci vlnovodu v kapitole 5.7 je užitečné určit po-
larizaci modů. Kvůli názornosti je výhodné rovnice (4.21)-(4.26) a (4.32)-(4.37) vyjádřit
v kartézských složkách Ex, Ey, Hx a Hy. Další výhodou přechodu do kartézských složek
je odstranění singularity v rovnicích vyjádřených ve válcových souřadnicích pro případ
ρ→ 0. Této transformace lze dosáhnout opět pomocí transformačních rovnic:
Fx = Fr cos(φ)− Fφ sinφ, (5.33)
Fy = Fr sinφ+ Fφ cosφ, (5.34)
kde F je libovolná funkce.
5.5.1 TM mody
Transverzální magnetické mody se v tomto vlnovodu nevyskytují, ale z důvodu úplnosti
je zde uvádíme. Příčné složky polí v rovnicích (4.22),(4.23),(4.25) a (4.26) pak pomocí




























Vypočítejme také hodnotu příčných složek polí pro limitní případ, kdy ρ→ 0. Pokud
využijeme l´Hospitalova pravidla a vztahu pro derivaci funkce J1(βρ), můžeme psát
lim
ρ→0
Ex1 = − iκ2βA [J0(βρ)− J2βρ] cos
2(φ)− iκ
2β
A [J0(βρ)− J2βρ] cos2(φ) = − iκ2βA.
(5.39)
Zbývající limity se spočtou obdobně a platí tedy, že
lim
ρ→0
Ey1 = 0, (5.40)
lim
ρ→0
Hx1 = 0, (5.41)
lim
ρ→0
Hy1 = −iωε2β A. (5.42)
Na obrázku (5.3) jsou vykresleny příčné složky elektrického pole pro některé TM mody.
Ve třetím sloupci je vykreslena intenzita příslušného modu a šipkami zachycena jeho
polarizace.




Obrázek 5.3: Znázornění příčných složek elektrického pole (E⊥1m) a intenzity (S1m) pro
vybrané TM mody. Ve třetím sloupci je rovněž šipkami zachycena velikost a směr elek-
trického pole, tj. polarizace daného modu.
5.5.2 TE mody
Příčné složky elektrického i magnetického pole pro TE mody budou mít po transformaci








Ey1 = − iωµ2β2ρBJ1(βρ) sin(2φ) +
iωµ
2β
BJ ′1(βρ) sin(2φ), (5.44)
















Ex1 = −iωµ2β B, (5.47)
lim
ρ→0
Ey1 = 0, (5.48)
lim
ρ→0
Hx1 = 0, (5.49)
lim
ρ→0
Hy1 = − iκ2βB. (5.50)




Obrázek 5.4: Znázornění příčných složek elektrického pole (E⊥1m) a intenzity (S1m) pro
některé TE mody. Ve třetím sloupci je rovněž šipkami zachycena velikost a směr elektric-
kého pole, tj. polarizace daného modu.
Na obrázku (5.4) jsou vykresleny příčné složky elektrického pole pro vybrané TE mody.
Ve třetím sloupci je znovu vykreslena intenzita příslušného modu a šipkami zachycena jeho
polarizace.
5.6 Pole na konci vlnovodu
Výsledné pole na konci vlnovodu bude dáno superpozicí modů šířivých a modů evane-
scentních. Pokud budeme uvažovat, že vlnovod je dostatečně dlouhý na to, aby všechny
evanescentní mody byly dostatečně utlumeny v porovnání s mody šířivými (což je splněno
pro několik vlnových délek), bude pole na konci vlnovodu dáno superpozicí šířivých TE
modů.
Dosazením rovnice (5.32) do (5.21), obdržíme tvar amplitud TE modů (5.7):
T TEj = iaJ1(βa)
√
2κpi
ωµ {J21 (βa) [2− β2a2]− β2a2J20 (βa)}
. (5.51)



















kde výraz ~ETE⊥j , resp. ~H
TE
⊥j , označuje transverzální složky elektrického pole, resp. magne-
tického pole, pro j-tý TE mod. Propagační konstanta κ vždy přísluší danému TE modu.
Intenzita záření (časově středovaný Poyntingův vektor) je tedy dána vztahem (3.8).
5.7 Výpočet překryvového integrálu na druhém roz-
hraní
Stejně jako jsme uvažovali spojitost tečných složek na prvním rozhraní v kapitole 5.2, je
nezbytné zachovat spojitost tečných složek polí i na druhém rozhraní. Řešením tohoto
problému obdržíme opět překryvové integrály.
Jak bylo zmíněno v kapitole 3.4, mody volného prostoru jsou rovinné vlny. Dopadající
rovinná vlna byla sice polarizována ve směru osy x, na konci vlnovodu však pole být
lineárně polarizováno nemusí. Pokud je dutina velmi tenká, tak v souladu s předpokladem
spojitosti tečných složek bude výsledné pole na konci vlnovodu polarizováno ve směru osy
x. Rovinné vlny budou mít obecně elektrické a magnetické pole ve tvaru


















kde ~ex a ~ey jsou jednotkové vektory ve směru os x a y. Konstanty D1, resp. D2, a F1, resp.
F2, jsou spolu svázány vztahem (3.32). Z rovnic (5.54) a (5.55) je zřejmé, že řešení bude
dáno superpozicí dvou lineárně polarizovaných vln. V dalším textu se proto zabývejme
jen jednou polarizací. Při výpočtu rovinných vln polarizovaných v druhém směru by se
postupovalo obdobně.
Předpokládejme, že druhé rozhraní leží v z = 0. Pro m-tý mod vztahy (5.54) a (5.55)
přejdou do tvaru





exp [−2pii(kmxx+ knyy)] , (5.57)








Konstanta k0 je definována vztahem (3.46). Propagační konstanta kmnz je tedy určena
dvěmi nezávislými hodnotami průmětu vektoru do os x a y.
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kde Tm,n je amplituda dané rovinné lineárně polarizované vlny šířící se v prostoru za vlno-
vodem. Ve vyjádření podmínek spojitosti na prvním rozhraní se ve vztazích (5.1) a (5.2)
vyskytovala suma a nikoliv integrál. To z toho důvodu, že spektrum vedených modů bylo
diskrétní. V případě volného prostoru je však spektrum vedených modů spojité, a proto
se ve vztazích (5.59) a (5.60) vyskytuje integrál. Přesto je však zde vhodné zdůraznit, že
veškeré další výpočty jsou z praktických důvodů prováděny numericky pomocí výpočetní
techniky, a proto je nezbytné spojité spektrum diskretizovat. Musíme tak vztahy (5.59) a

















Pro určení amplitudy Tm,n využijeme podobného postupu jako v kapitole 5.1. Nejprve
vektorově vynásobíme obě strany rovnice (5.61) výrazem ~HIII∗p,q a zintegrujeme přes plochu

















Na tomto místě však nelze použít vztah (3.59), protože jsou všechny mody (až na rovinnou
vlnu, která se šíří rovnoběžne s osou dutiny) degenerovány, jak je zobrazeno na obrázku 5.5.
To je také důvod, proč jsme rozšiřovali rovnici (5.61) výrazem ~HIII∗p,q . V tomto případě je
možné použít ortogonality modů pouze tehdy, pokud bychom je nejprve ortogonalizovali.
Obrázek 5.5: Znázornění degenerace modů volného prostoru. Každému modu přísluší ne-
konečné množství takových modů, které mají stejnou propagační konstantu.
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· ~ez dS. (5.65)
Pokud tedy integrujeme přes nekonečně velkou plochu S, má integrál (5.65) tvar inverzní








EIIx exp [2pii(kmxx+ knyy)] dS. (5.66)
Ten však již není možné počítat analyticky, ale je nezbytné jej počítat numericky. Proto
je na tomto místě vhodné si uvědomit, že integrál ve vztahu (5.66) přejde v sumu. Navíc
je obtížné numericky vypočítat integrál přes nekonečnou plochu S. Z toho důvodu je
nutné integrovat přes konečnou plochu S. Integrál (5.66) tak formálně přejde do tvaru
inverzní diskrétní Fourierovy transformace (IDFT - z anglického Inverse Discrete Fourier









EIIx exp [2pii(kmxx+ knyy)] ,
kde Nx, resp. Ny označuje počet úseků, na něž je plocha S rozdělena ve směru osy x, resp.
y. Z důvodu symetrie volíme Nx = Ny ≡ N . Potom tedy získáváme vztah pro výpočet









EIIx exp [2pii(kmxx+ knyy)] . (5.67)
Za těchto okolností se spektrum rovinných vln, které se šíří v prostoru za vlnovodem,
diskretizuje, a proto matice amplitud modů daná rovnicí (5.65) bude mít konečný počet
prvků.
Vraťme se k volbě integrační plochy S. Z [17] na str. 36 plyne, že bychom měli velikost
této plochy zvolit tak, aby velikost dutiny tvořila asi 1/20 až 1/40 integrační plochy S.
Pokud bychom zvolili velikost integrační plochy tak, že by byla srovnatelná s velikostí
dutiny, tak by středová část difrakčního obrazce, která nás zajímá, byla příliš malá k
rozlišení potřebných detailů.
Ze vzorkovacího teorému ([17], kapitola 6.1) a z definice diskrétní Fourierovy transfor-









kde ∆ označuje vzdálenost mezi body na ose x, resp. y, ve kterých je funkce známa, tj.
navzorkována.
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5.8 Šíření elektromagnetického záření volným pro-
storem
Pokud známe pole na konci vlnovodu, můžeme určit pole kdekoliv v prostoru za vlnovo-
dem. Ze znalosti amplitud jednotlivých vln, které jsme určili pomocí vztahu (5.67), lze











































D exp (−2piikmnzz2) exp [−2pii(kmxx+ knyy)] , (5.69)
kde z2 je vzdálenost stínítka od konce vlnovodu (viz obrázek 5.6).
Obrázek 5.6: K určení pole za koncem vlnovodu ve vzdálenosti z2.
Rovnice (5.68) a (5.69) mají tvar diskrétní Fourierovy transformace (DFT). Pro její
výpočet je nutné znát propagační konstantu kmnz, kterou lze vypočíst pomocí vztahu
(5.58). Postup výpočtu ze znalosti pole na konci vlnovodu lze tedy kvalitativně zapsat










Intenzita záření (časově středovaný Poyntingův vektor) je dána výrazem (3.8). V tomto













Podobně bychom postupovali při výpočtu polarizace vln ve směru osy y. Výsledné




V této kapitole uvádíme výsledky vypočtené pomocí teorie, kterou jsme popsali v předcho-
zích kapitolách. Veškeré výpočty a simulované obrázky byly vytvořeny pomocí programu
Matlab, verze 6.5.
6.1 Odhad platnosti skalární teorie difrakce
Pokusme se najít mezní délku dutiny d/λ jako funkci poloměru a/λ, pro kterou přestává
platit skalární teorie difrakce. Z praxe víme, že stínítko není nekonečně tenké, ale že
jeho tloušťka může být řádově i několik stovek vlnových délek. Tyto úvahy nás vedou ke
srovnání naší ”kvazirigorózní” teorie difrakce s teorií skalární.
Pro výsledné pole na konci vlnovodu platí vztah
~E = T1 ~E1 exp(−iκ1d) + T2 ~E2 exp(−iκ2d) + . . . Tn ~En exp(−iκnd), (6.1)
kde n označuje mod, který se ještě ve výsledném poli projeví. Pro případ, kdy d = 0
~E = T1 ~E1 + T2 ~E2 + . . . Tn ~En. (6.2)
Pro případ, kdy d > 0, si výraz (6.1) upravme do tvaru
~E = exp(−iκ1d)
{
T1 ~E1 + T2 ~E2 exp[−i(κ2 − κ1)d] + . . . Tn ~En[−i(κn − κ1)d]
}
. (6.3)
Nejpřísnějším kritériem, kdy by se měl výraz (6.3) rovnat (6.2), je podmínka
exp[i(κ1 − κn)d] ' 1, (6.4)
neboli
(κ1 − κn)d < ξ, (6.5)
kde ξ je vhodně zvolený parametr, pro nějž platí, že ξ < pi. Pro případ, kdy ξ = pi, první
a poslední mod spolu interferují destruktivně.
Abychom vzorkováním dokázali pole uvnitř dutiny rozlišit, musí být splněna nerovnost
∆x ≤ a, (6.6)
kde výraz ∆x je tzv. vzorkovací interval. Pokud by ∆x > a, nemuseli bychom vzorkováním
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To znamená, že pomocí vzorkovacího intervalu ∆x dokážeme rozlišit takové mody, je-
jichž konstanta příčného šíření nepřesahuje hodnotu určenou rovnicí (6.7). Pak pro mezní





Dále si upravme podmínku (6.5) do tvaru(√




d < ξ. (6.9)
Dosazením výrazu (6.8) do této rovnice získáváme rovnici
d ≤ ξ√




kterou vydělením obou stran vlnovou délkou λ a nahrazením výrazu β1 = u1/a, kde











Aby výraz na pravé straně nabýval reálných hodnot, musí platit, že a ≥ λ/2.














Z rovnice (6.12) je zřejmé, že pokud je poloměr dutiny mnohem větší než vlnová délka,
je uvedená závislost kvadratická. V oblasti pod křivkou, která je vykreslena na obrázku
6.1, by se teorie měla shodovat se skalární teorií difrakce.
Obrázek 6.1: Znázornění hranice platnosti skalární teorie pro daný relativní poloměr a/λ
a relativní délku dutiny d/λ.
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z které je patrné, že pokud je a  λ, je uvedená závislost nepřímo úměrná vlnové délce
λ a kvadraticky závislá na poloměru otvoru a.
Volba parametru ξ je nejednoznačná. Byl zvolen jako ξ = pi/250 z důvodu shody
simulací pro a = 50λ. Protože je jeho volba nejednoznačná, nelze zcela přesně určit
hranici platnosti skalární teorie difrakce, a proto náš odhad je tak spíše kvalitativní.
6.2 Difrakce na dutině o podkritickém poloměru
Speciální případ nastává pro takové uspořádání, kdy vlnovodem není veden žádný mod.
Je zřejmé, že taková situace nastává pro a < 0.3λ a v takovém případě evidentně se-
lhává standardní přístup řešení problému pomocí teorie difrakce. Také postup popsaný v
této práci povede k nulovému řešení. Z praktického hlediska tedy nebude zajímavé řešit
takovou úlohu pomocí naší teorie. Z literatury je ovšem známo (viz [19]), že pro pole
otvorů o rozměrech podstatně menších než je vlnová délka interagujícího záření nastává
tzv. ”Enhanced diffraction effect”, tedy jakýsi jev zesílené difrakce, kdy za difrakčním
stínítkem lze za jistých podmínek naměřit více prošlé energie, než by se dalo na základě
klasických úvah očekávat. Studium tohoto jevu zjevně přesahuje rozsah této práce, a proto
se mu nebudeme dále věnovat. Bude však dobré se zamyslet nad takovou úlohou, kdy roz-
měr otvoru je menší než asi 200 nm. V takovém případě nelze zřejmě považovat žádnou
délku otvoru za zanedbatelnou a byl by to velmi dobrý směr dalšího studia.
6.3 Difrakce na jednomodové dutině
V případě, kdy poloměr dutiny je v rozmezí 0.30λ− 0.68λ, se v dutině vyskytuje pouze
jeden šířivý mod. V dostatečné vzdálenosti za prvním rozhraním se evanescentní mody
utlumí a vlnovodem se tedy šíří pouze jeden mod. Ukazuje se, že evanescentní mody se
na výsledném poli neprojeví asi ve vzdálenosti d > 0.5λ. Intenzita i rozložení pole pak
nezávisí na délce dutiny. Intenzita a polarizace na konci takovéto dutiny jsou vykresleny
vlevo na obrázku 6.2. V jistém slova smyslu je rozložení pole na konci dutiny Fresnelovou
difrakcí záření dopadajícího na první rozhraní a difraktujícího dále uvnitř dutiny.
Z důvodu obecnosti se dále věnujeme Fraunhoferově difrakci. Na pravé části obrázku
6.2 je modrou barvou vynesena Fraunhoferova difrakce na této dutině. A to konkrétně
v řezu procházejícím středem symetrie, který je kolmý ke směru polarizace dopadajícího
záření. Zelenou barvou je vynesena Fraunhoferova difrakce na kruhovém otvoru o stejném
poloměru, která byla spočtena dle (2.31).
Pokud bychom uvažovali takovou dutinu, jejíž délka by byla zanedbatelná, tj. d = 0,
tak bychom vypočetli konstantní intenzitu v celém průřezu dutiny, protože jsme požada-
vali spojitost tečných složek na rozhraní. Je však známo, že teorie difrakce pro rozměry
stínítka srovnatelné s vlnovou délkou nesouhlasí s experimenty.
Selhání teorie difrakce se dá demonstrovat na jednoduchém případě. Uvažujme, že
propustná část stínítka je tak malá, že funkci propustnosti můžeme reprezentovat delta
funkcí δ(x). Pak její Fourierovou transformací získáváme, že rozložení intenzity bude v
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d > 0.5λ
Obrázek 6.2: Intenzita a polarizace na konci dutiny o poloměru a = 0.5λ a řez středem
Fraunhoferova difrakčního obrazce ve směru kolmém k polarizaci dopadajícího záření. Na
svislé ose je vynesena relativní intenzita a na vodorovné ose je vynesen směrový kosinus
ny. Zelená křivka - vypočtené rozložení intenzity podle skalární teorie difrakce; modrá







δ(x) exp(−ik~x ~X)dS = A2.
To je ovšem v rozporu s realitou. Vysvětlení selhání této teorie je však jednoduché. Roz-
dělení intenzity ve stínítku není konstantní. Při dopadu záření na stínítko se část záření
od stínítka odráží a modeluje tak rozložení pole v prostoru před stínítkem a rozložení pole
v rovině stínítka. Protože je naše metoda metodou jednosměrnou, nedokáže tento případ
postihnout. Pokud bychom použili metody obousměrné, získáme přesné rozložení pole v
rovině stínítka a můžeme se věnovat i tomuto limitnímu případu. V dostatečné vzdále-
nosti od prvního rozhraní se však toto pole již neprojeví a naše výpočty téměř dokonale
postihnou fyzikální realitu.
6.4 Difrakce na širších dutinách
Na obrázku 6.5 je znázorněna intenzita a polarizace na konci vlnovodu, jehož poloměr je
a = λ, v různých vzdálenostech d. V takovém případě se v dutině vyskytují dva šířivé
mody. Intenzita a polarizace se v závislosti na délce dutiny mění díky tomu, že mody
mají různou konstantu šíření κ a v různých vzdálenostech spolu různě interferují. Uka-
zuje se, že tvar difrakčního obrazce v řezu rovnoběžném s polarizací dopadající vlny je
vždy (!) podobný difrakčnímu obrazci spočtenému na dvourozměrném stínítku, tj. Airyho
funkci. Poloha maxim a minim se shoduje, pouze se mění absolutní hodnota maxim (jak
je zobrazeno na obrázku 6.3 pro případ, kdy a = 50λ a d = 5000λ). To značí, že se část
energie šíří v jiném směru. Tvar difrakčního obrazce na obrázku 6.5, který je vykreslen
znovu v řezu kolmém ke směru polarizace dopadajícího záření, se tedy v závislosti na
délce dutiny mění. Např. pro případ, kdy d = 1.2λ, dochází k tomu, že difrakční obrazec
v tomto řezu již nemá žádná vedlejší maxima. Dále je z obrázků vždy patrné, že intenzita
záření na horním a dolním okraji dutiny je vždy rovna nule. To je z toho důvodu, že jsme
požadovali, aby tečná složka elektrického pole na těchto okrajích byla nulová.
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Obrázek 6.3: Řez středem Fraunhoferova difrakčního obrazce v rovině rovnoběžné se smě-
rem polarizace dopadajícího záření. Na svislé ose je vynesena relativní intenzita a na
vodorovné ose je vynesena hodnota směrového kosinu nx. Zelená křivka - vypočtené roz-
ložení intenzity podle skalární teorie difrakce; modrá křivka - vypočtené rozložení intenzity
podle ”kvazirigorózní” teorie difrakce. Parametry: a = 50λ, d = 5000λ.
Na obrázcích 6.6 a 6.7 je pak znázorněna opět intenzita na konci dutiny pro případ,
kdy a = 10λ a a = 50λ. Změna difrakčního obrazce je podobná předchozímu případu, ale
s tím hlavním rozdílem, že změna nastává při větších délkách dutiny d. Rychlost změny
lze dobře dokumentovat tím, že pro dutinu o poloměru a = 10λ nastane při d = 170λ
podobný jev jako pro dutinu o poloměru a = 50λ při d = 5000λ. A to konkrétně to, že
minima difrakčního obrazce se shodují se sudými minimy difrakčního obrazce vypočteného
podle skalární teorie. Tato rychlost změny se poměrně dobře shoduje s rychlostí změny
předpovězenou v kapitole 6.1.
Z obrázku 6.7 pro případ d = 0 je patrné, že se tvary difrakčních obrazců neliší. Zde to
můžeme považovat již za dobrou aproximaci reality, neboť při těchto průměrech stínítka
je skutečně difrakce experimentálně ověřena.
Pokud se podíváme na průběh amplitud jednotlivých modů (pro a = 50λ zobrazených
na obrázku 6.4) vypočtených podle (5.51), vidíme, že jejich hodnota významně klesá. Z
tohoto důvodu můžeme započítat jen takové množství modů, které významně modeluje
rozložení pole. Je zřejmé, že na rozmezí mezi šířivými a evanescentními mody (zde n = 99)
dochází k jistému nárustu významnosti modů. Naskýtají se dvě základní vysvětlení:
• Je použito jednosměrné metody, která ne zcela přesně popisuje fyzikální realitu.
• Mění se zde rychlost konvergence metody - zpomaluje se rychlost konvergence.
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Obrázek 6.4: Velikost amplitud jednotlivých modů šířících se uvnitř dutiny pro poloměr
a = 50λ v logaritmickém měřítku.
6.5 Dutina ve fokusačním režimu
Upozorněme také na jednou vlastnost difraktovaného záření uvnitř dutiny. Jelikož se
energie procházející celým průřezem vlnovodu po jeho celé délce nemění, dochází v jistých
vzdálenostech d k fokusaci záření.
Na obrázku (6.8) je vykreslena závislost relativní intenzity (tj. poměr intenzity na ose
vlnovodu I k intenzitě dopadající vlny Idop) na ose dutiny v závislosti na její délce. Je
patrné, že v jisté vzdálenosti začne tato závislost značně oscilovat a vzniknou tak ohniska,
v nichž je relativní intenzita výrazně vyšší. Řekněme, že dutina je ve fokusačním režimu
právě tehdy, pokud na jejím konci dochází k fokusaci záření.
Z obrázku 6.9 je patrné, jak dochází na konci vlnovodu o délce d = 4500λ k fokusaci
záření na ose vlnovodu. Na konci tohoto vlnovodu na ose symetrie dosahuje více než
devítinásobku intenzity v porovnání s případem, kdyby došlo k nerušenému šíření lineárně
polarizované rovinné vlny.
Pozorujme dále, jak se bude rozložení relativní intenzity měnit za koncem vlnovodu
v tomto fokusačním režimu. Relativní intenzita v různých vzdálenostech je zobrazena
na obrázku 6.10. Je patrné, že ve vzdálenosti z2 = 5000λ za koncem vlnovodu dochází
opět k fokusaci záření. Dá se očekávat, že těchto ohnisek se za vlnovodem vyskytuje více,
podobně jako tomu je v případě Fresnelovy čočky ([3], str. 87).
6.5. DUTINA VE FOKUSAČNÍM REŽIMU 61
d = 0, 5λ d = 1, 9λ
d = 0, 7λ d = 2, 0λ
d = 0, 8λ d = 2, 353λ
d = 1, 2λ d = 2, 5λ
d = 1, 8λ d = 2, 9λ
Obrázek 6.5: Intenzita a polarizace na konci dutiny o poloměru a = λ (1. a 3. sloupec) a
řez středem Fraunhoferova difrakčního obrazce ve směru kolmém k polarizaci dopadají-
cího záření (2. a 4. sloupec). Na svislé ose je vynesena relativní intenzita a na vodorovné
ose je vynesena hodnota směrového kosinu ny. Zelená křivka - vypočtené rozložení in-
tenzity podle skalární teorie difrakce; modrá křivka - vypočtené rozložení intenzity podle
”kvazirigorózní” teorie difrakce.
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d = 0λ d = 120λ
d = 2λ d = 170λ
d = 20λ d = 240λ
d = 40λ d = 300λ
d = 80λ d = 350λ
Obrázek 6.6: Intenzita a polarizace na konci dutiny o poloměru a = 10λ (1. a 3. sloupec) a
řez středem Fraunhoferova difrakčního obrazce ve směru kolmém k polarizaci dopadajícího
záření (2. a 4. sloupec). Na svislé ose je vynesena relativní intenzita a na vodorovné ose je
vynesen směrový kosinus ny. Zelená křivka - vypočtené rozložení intenzity podle skalární
teorie difrakce; modrá křivka - vypočtené rozložení intenzity podle ”kvazirigorózní” teorie
difrakce.
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d = 0λ d = 1000λ
d = 10λ d = 2000λ
d = 50λ d = 3000λ
d = 100λ d = 4000λ
d = 400λ d = 5000λ
Obrázek 6.7: Intenzita a polarizace na konci dutiny o poloměru a = 50λ (1. a 3. sloupec) a
řez středem Fraunhoferova difrakčního obrazce ve směru kolmém k polarizaci dopadajícího
záření (2. a 4. sloupec). Na svislé ose je vynesena relativní intenzita a na vodorovné ose je
vynesen směrový kosinus ny. Zelená křivka - vypočtené rozložení intenzity podle skalární
teorie difrakce; modrá křivka - vypočtené rozložení intenzity podle ”kvazirigorózní” teorie
difrakce.
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Obrázek 6.8: Relativní intenzita na ose dutiny v závislosti na její délce; a = 50λ.
a) b) c)
Obrázek 6.9: Relativní intenzita na konci dutiny pro případ kdy a) d = 4490λ, b) d =
4500λ, c) d = 4510λ; a = 50λ.
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a) b) c)
d) e) f)
Obrázek 6.10: Relativní intenzita za koncem vlnovodu v případě a = 50λ, d = 4500λ ve
vzdálenostech a) z2 = 100λ, b) z2 = 1000λ, c) z2 = 2500λ, d) z2 = 5000λ, e) z2 = 10000λ
f) z2 = 15000λ. Rozměry jsou uvedeny v násobcích vlnové délky λ.




Tato teoreticky orientovaná diplomová práce byla zaměřena na výpočet difrakčních jevů
na objektech, jejichž rozměr ve směru dopadajícího záření není zanedbatelný. A to kon-
krétně na difrakci záření dopadajícího na válcovou dutinu obklopenou dokonale vodivým
kovovým materiálem. Protože problém přesahuje hranice platnosti skalární teorie difrakce,
je k řešení této problematiky využito vlnovodné teorie. Naše teorie není rigorózní teorií,
ale spíše teorií ”kvazirigorózní”, neboť jsme se dopustili během výpočtů dvou základních
aproximací. Jednak jsme zanedbali zpětné odrazy na vlnovodné struktuře a jednak jsme
při numerických výpočtech byli nuceni spojité spektrum vedených modů diskretizovat.
V první části bylo nezbytné vypracovat teoretický základ pro další popis tohoto pro-
blému. Na základě principu elektromagnetické teorie byly nejdříve odvozeny potřebné
vztahy pro určení modů na vstupu dutiny. Jako difraktující záření byla zvolena lineárně
polarizovaná rovinná vlna. Ta po dopadu na rozhraní generovala jistý typ modů uvnitř du-
tiny, jejichž superpozicí jsme určili rozložení pole a intenzitu jako funkci délky dutiny. Tím
tak byl určen i tvar pole na konci dutiny. Rozložení intenzity uvnitř dutiny lze považovat v
jistém slova smyslu za Fresnelovu difrakci. Pomocí diskrétní Fourierovy transformace jsme
určili tvar Fraunhoferova difrakčního obrazce a ten jsme porovnávali s Fraunhoferovým
difrakčním obrazcem spočteným pomocí skalární teorie difrakce na kruhovém otvoru téhož
poloměru. Tím byl prokázán zásadní vliv tloušťky difrakčního stínítka na tvar difrakčního
obrazce. Dále bylo zjištěno, že tvar Fraunhoferova difrakčního obrazce se zásadně mění
v rovině kolmé ke směru polarizace dopadající rovinné vlny. V rovině rovnoběžné s pola-
rizací dopadající vlny procházející středem Fraunhoferova difrakčního obrazce se poloha
maxim a minim intenzity vždy shoduje s polohou maxim a minim spočtených pomocí
skalární teorie difrakce.
V kapitole 6.1 jsme kvalitativně odhadli hranici platnosti skalární teorie difrakce. Bylo
určeno, že v případě, kdy a λ, je mezní délka, za kterou přestává skalární teorie difrakce
platit, přímo úměrná čtverci poloměru dutiny a nepřímo úměrná vlnové délce dopadajícího
záření. Tento odhad byl částečně potvrzen srovnáním vypočtených difrakčních obrazců,
kdy bylo pozorováno, že změna difrakčního obrazce se při větším poloměru dutiny děje
při daleko větší délce této dutiny.
Na závěr jsme prokázali existenci tzv. ”fokusačního režimu” dutiny. Na ose symetrie
dutiny totiž dochází s rostoucí délkou dutiny k opakované fokusaci záření. Intenzita v
těchto bodech vzrůstá asi řádově v porovnání s případem, kdyby došlo k nerušenému
šíření dopadající vlny.
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